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Resumen

El presente trabajo consta de algunos tdpicos relacionados a la teoria de
probabilidades explicadas con ejemplos que desarrollan una metodologia clara y

precisa muy propia del autor de este trabajo.

Dentro del objetivo principal esta detallar de manera analitica la teoria relacionada
a la funcién de distribucién de probabilidad y sus respectivos momentos, cuyos
resultados seran contrastados con problemas ya resueltos y asi brindar un material
bibliografico el cual puede ser consultado por docentes y estudiantes que desean
aprender sobre la teoria de probabilidades mediante una metodologia mas facil y
sencilla de entender, resaltando que estos contenidos necesitan ser comprendidos
desde la teoria ya que son de un nivel intermedio-complejo para la comprension del

lector.

Se proponen ejemplos en cada uno de temas, los cuales abordan las distribuciones

de probabilidad continua.

Palabras Claves: distribucion de probabilidad, distribuciones continuas,

momentos
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Abstract

The present work consists of some topics related to the theory of probabilities
explained with examples that develop a clear and precise methodology very

characteristic of the author of this work.

Within the main objective is to detail in an analytical way the theory related to the
probability distribution function and its respective moments, whose results will be
contrasted with problems already solved and thus provide a bibliographic material
which can be consulted by teachers and students who wish to learn about probability
theory through a methodology easier and simpler to understand, emphasizing that
these contents need to be understood from the theory since they are of an

intermediate-complex level for the reader's comprehension.

Examples are proposed in each of the topics, which deal with continuous

probability distributions.
Keyword: probability distribution, continuous distributions, moments
Introduccién

El presente articulo aborda algunos topicos de la Teoria de Probabilidades en
esencia la funcion de distribucion de probabilidad con sus respectivos momentos de
valor esperado y varianza. Primeramente, se abordan algunas generalidades de
esta teoria como definiciones y conceptos basicos, propiedades axiomaticas de
Kolmogorov, las principales definiciones y operaciones probabilisticas de adicién,
complemento, unién, producto e interseccion de eventos probabilisticos y teoremas.
Luego, se definen las variables aleatorias continuas, con un analisis en cada una de

sus propiedades y con ejemplos desarrollados.



Valores metodolégicos en este articulo

Disefio de explicacion sobre las distribuciones de probabilidad continuas con
ejemplos mediante la teoria de probabilidad.
Evidenciar la importancia sobre la busqueda de nuevos enfoques de

paradigmas matematicos metodoldgicos.

Materiales y Métodos

La metodologia empleada en este trabajo de tesis siguio las siguientes etapas:

1.

Se reviso el estado del arte sobre la teoria de probabilidad, la cual consistid
en analizar la metodologia y la aplicacion de la programacién de las
diferentes distribuciones de probabilidad, esta revision se efectué en mas de
20 articulos entre ellos libros y revistas relacionadas en este campo, lo que
permitié abrir la oportunidad para enlazar estos conocimientos los cuales
seran de mucho provecho para la ensefianza-aprendizaje de la teoria de

probabilidad.

Se estudiaron mas de 20 distribuciones de probabilidad, sus definiciones,
propiedades, teoremas y axiomas a considerar para crear un algoritmo de

programacion, para esta publicacion se presentan algunas de ellas.

Mediante la revision se establece una metodologia de manera clara y sencilla
en la que se ejemplifica cada una de las distribuciones de probabilidad

continuas que aborda la teoria de probabilidades.



Algunos Tépicos en la Teoria de Probabilidad

Propiedades de Probabilidad

Las siguientes propiedades de probabilidad son utiles en célculo
Proposicién: Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad. Entonces
i) P(A°) =1 - P(A)
ii) Si A c B, entonces P(A) < P(B)y P(B/A) =P(B) — P(4)
i)  P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)

Demostracion
i) Ya que P es finitamente aditivo, entonces
1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(4°)
Por tanto, P(A°) =1 —P(4)
i) Desde que B = AU (B/A) con An (B/A) = @, entonces
P(B) =P(AuU (B/A)) = P(A) + P(B/A)

por tanto P(4A) < P(B) y P(B/A) = P(B) — P(4)

iii) ComoAUuB=AU(B/(ANnB)) conAn (B/(ANnB)) =@, entonces

iv) P(AUuB)=P(A)+P(B/(ANnB))=P(A)+P(B)—P(ANB)

V) La propiedad “iii” puede extenderse a mas de tres eventos, por ejemplo

vi) P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(AN
BNC)

EJEMPLO 1. En cada intento de un juego, la probabilidad de ganar es 1%. Si un
jugador juega tres veces, la probabilidad de ganar al menos una vez es de 3%.

¢es esto verdadero o falso?

Solucion. Para i = 1,2,3, sea A; el evento: “el jugador gana en el intento i”. El

evento “el jugador gana al menos una vez” es A; U A, U A5. Por lo tanto,



P(A1UA2 UA3)=

=P(A;) + P(A;) + P(A3) —P(A;NnA,) —P(A;NA3) —P(A, NA3) + P(AL N A,
N Az)

Desde luego A; N4, NA; € A; N Az, entonces P(A; NA, NA3) < P(A; N Ag).

Por lo tanto, si esto es posible para ganar mas de una vez,
Con esto la afirmacion es falsa.

Funcion de Densidad de Probabilidad en una Variable Aleatoria Discreta

la funcion f:R — [0,1] definida por f(x) = P(X = x) es llamada la funciéon de
densidad de probabilidad.

Se deduce la siguiente definicion que f(x) =0 parax & Qy f(x) >0 para X € Q,

ademas:
n n
Ef(xi) =ZP(X =x)=P(XeQ)=1
i=0 i=0
Asi la funcion de densidad de probabilidad f de una variable aleatoria discreta X
toma valores en Q = {x;, x,, ... } satisface las siguientes propiedades:
i) f(x) =0paracada X € R
ii) fx)=0siX¢ Q
i) Xif(x) =1

Funciones de Distribucion de Probabilidad para una Variable Aleatoria

Continua



Distribuciéon Beta y sus Momentos

La distribucion Beta es empleada para variables aleatorias que toman valores en el
intervalo [0,1]. Tiene dos parametros a y b ambos estrictamente positivos. La
distribucion acumulativa es:

I'(a+ b)

mx“_l(l - X)b_l, X € [0,1]

f&) =

Puede ser probado que:

1

o 1, T@T(b)
ij 11 —x)P 1dX_—F(a+b)

Lo cual implica:

f F(@)(b)

a—-1 _ b—1 —
F(a+b)x (1—x)°"tdx =1.

0

Por tanto, f(x) es de hecho una funcién de distribucion de probabilidad.

Cuando a = b = 1, entonces la distribucion acumulativa coincide con la distribucion
acumulativa de la distribucion uniforme continua en el intervalo [0,1] puede ser visto

como un caso particular de la distribucion Beta, llamado Beta(0,1).
El valor esperado de una variable aleatoria X con una distribucion Beta(a, b) puede
ser calculada como:

[(a+b) Fa+b) |

E(X) = !mea_l(l — X)b_ldX :m. ) xa(l - X)b_ldX =

I'(a+b) . Fa+1rd) a
F@r®d) a+1+b) a+b

Ahora vamos a calcular el segundo momento.

[ ,T@+b) .. T@+b) [ ., B
E(Xz) —!szx 1(1—X)b 1dx—mo X 1(1—X)bdX—



I'(a+b) _ I'(a+ 2)I'(b) B a(a+1)
F@r®M) T@a+2+b) (@+b)a+b+1)

Por tanto, la varianza para la variable aleatoria es:

Var(X) =

ala+1) a®  a ( a+1 a )
(a+b)a+b+1) (a+b)? a+b\a+b+1 a+b

_a b _ ab
“a+b(a+b)a+b+1) (a+b)2(a+b+1)

Distribuciéon Gamma y sus Momentos

Antes de introducir la distribucion Gamma necesitamos definir la funcién Gamma.
La funcion Gamma esta definida para x > 0 como:

o)

I'(x) = f u*"le~%du.
0
Para algunos valores particulares de x, La funcibn Gamma tiene una expresion
explicita. En general solo la expresion como una integral esta disponible (funcién de
este tipo es llamada funcidn especial). A continuacion, algunos valores y

propiedades:

e TI'(05)=+m

e T()=1

e T()=x—-DIr'(x-1)
e Tn)=(n-1),neN

Como se observa en las propiedades anteriores, podemos interpretar la funcién

Gamma como una extension de la factorial para numeros reales positivos.

La distribucion Gamma tiene dos parametros k y 4, ambos estrictamente positivos.

La funcion de densidad de probabilidad es la siguiente:

k

A
flx) = o) x*¥"1e=** x € [0, )




Si X sigue una distribucion Gamma con parametros k y 4, esto se expresa como
X~Gamma(k,A) .

El parametro k es llamado parametro de forma. Cuando k =1 y la escala del
parametro A (el cambio en la medida) coincide con la distribucién exponencial con
parametro A. En otras palabras, la distribucion Exponencial es un caso particular de

la distribucion Gamma.

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria con distribucion Gamma.

k
Var(X) = %

EJEMPLO: un numero de clientes visita cierta tienda en un intervalo de tiempo,
tiene un distribucion de Poisson con parametro que es proporcional a la medida del
intervalo de tiempo. El numero de clientes en un intervalo de tiempo independiente
son estocasticamente independiente. Sabemos que, la media, 20 clientes visita la

tienda en una hora.

a. encuentre la distribucion de probabilidad del tiempo de espera ( en
minutos) para el tercer cliente que visita la tienda.
b. Luego, encuentre la probabilidad que el timepo de espera para el tercer

cliente exceda una hora.

Solucion: Sea Ny el numero de clientes que visita la tienda en un intervalo de
tiempo [0, T], donde el tiempo es medido en minutos. La variable aleatoria N; tiene
una distribucion de Poisson con parametros AT para algun A. Desde que, la media
es de 20 clientes que llegan a la tienda en 60 minutos, entonces, E(Ngy) = A- 60 =
20, lo cual implica que 4 = § Ya sabemos que cuando el numero de clientes que
llegan a la tienda sigue una distribucion de Poisson, entonces el tiempo de espera
para cada cliente que llega tiene sigue una distribucion exponencial con el mismo

parametro. Ademas, el tiempo intervalo de llegada son estocasticamente

independientes.por las propiedades de la distribucion Gamma, el tiempo de espera



X para el tercer cliente que llega a la tienda sigue una distribucion Gamma con el

parametro de forma igual a 3 y un parametro de escala igual 1/3, asi:
X~Gamma(3,1/3).

Para encontrar la probabilidad del tiempo de espera para el tercer cliente exceda 1

hora, podemos usar la distribucion de Poisson:

—-20

e
=e720 + 20720 + 202 — = e 29(1 4 20 + 200) ~ 4.55 x 1077,

. . . 1 .
La distribucion Gamma con parametro de forma k=5 es relacioanda a la

distribucion Normal.
Distribucién Exponencial y sus Momentos

Una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial con parametros 4 > 0, lo cual
se expresa como X~Exp(A), cuya funcién de densidad de probabilidad es la

siguiente:

f(x) = 2e ™, x € [0,0)

La funcién de distribucion acumulativa F(x) = 0,Vx < 0y,

P

F(x) = f le ™M qu = —[e"w]z =1—-e* vx>0.
0

El primer momento es equivalente al valor esperado,

o

1-F(x)dx = f e dx
0

E(X) =f

0

1 o 1
“l_,-Ax —
7=, =

El segundo momento es:



(0]

E(X?) = foo x2f(x)dx = f x% le ™ Mdx

—00 0

o @ 2 2
= —[x%e™] +f0 2xe M dx = IE(X) =7

Por tanto, la varianza es:

2 1 1
Var(X) :ﬁ_ﬁ:ﬁ.

EJEMPLO: El tiempo de visa de una lampara (en miles de horas) es una variable

aleatoria con distribucion exponencial y parametro A = 1. ;Cual es la probabilidad

de que la lampara se funda dentro de las primeras 100 horas de funcionamiento?

Solucion: Sea X el tiempo de vida de lampara en miles de horas. En la unidad de
tiempo de miles de horas, podemos escribir: 100 horas=0.1 miles de horas. Sea

F(x) la funcion de densidad acumulativa, entonces,

P(X <0.1) =F(0.1) =1 —e %! ~ 0.0952.

Conclusiones

Las principales conclusiones obtenidas en este articulo relativo a la teoria de

Probabilidad se pueden sefalar por las siguientes aseveraciones:

Definiciones generales de la teoria de probabilidad axiomatica de Kolmogorv, asi

mismo como sus principales propiedades analiticas.

Ejemplificacion para algunas de las diferentes distribuciones de probabilidad

continua que se abordaron en este trabajo.

Se demostraron los principales teoremas relativos a la probabilidad axiomatica de
Kolmogorov, asi como algunos valores esperados y varianzas de las principales

distribuciones probabilisticas tedricas discretas.
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